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安定写像と折り目特異点とカスプ特異点

Definition. (右左同値)

C∞(X,R2) = { f : X → R2 | f : C∞}にWhitney位相を入れ，位相空間と
する．
f ,g∈C∞(X,R2)が右左同値とは，ある微分同相写像 ϕ : X ≃ X,
ψ : R2 ≃ R2が存在して，次が可換となることである．

X
ϕ−−−−→ X

f

y yg

R2 ψ−−−−→ R2

Definition. (安定写像)

f ∈C∞(X,R2)について，あるU f ⊂C∞(X, R2)が存在して，任意の g∈U f

に対し f と gが右左同値であるとき f を安定写像と呼ぶ．
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Definition. (折り目特異点とカスプ特異点)

Sing( f ) : f の特異点集合, p∈ Sing( f )とする。

pが不定値折り目特異点
⇔ ∃(t,x,y,z)：pまわりの局所座標 s.t. f (t,x,y,z) = (t,−x2−y2+z2)．

pが定値折り目特異点
⇔ ∃(t,x,y,z)：pまわりの局所座標 s.t. f (t,x,y,z) = (t,−x2−y2−z2)．

pがカスプ特異点
⇔ ∃(t,x,y,z)：pまわりの局所座標 s.t. f (t,x,y,z) = (t,x3−3xt+y2−z2)．
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閉 4 次元多様体の simplifed trisection map

Definition. (simplifed (g,k)-trisection map)[Baykur-Saeki，2017]

f : X → R2：安定写像に対し f (Sing f)が次で与えられるとき， f を simplifed

(g,k)-trisection mapとよぶ．また，gを simplified trisection mapの種数という．

g − k

k

赤線部 · · · 定値折り目特異値．黒線部 · · · 不定値折り目特異値．
尖点部 · · · カスプ特異値．
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特異値を通過するときに生じるファイバーの変化

g − k

k

φ

右図は定値折り目特異点のまわりの様子を示したものである．

赤太実線部が定値折り目特異点の特異値集合を表している．

右図の水平方向では −x2−y2−z2であるため，点線の引き戻しに
沿って 3次元 3-ハンドルの接着が行われている．
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g − k

k

右図は不定値折り目特異点のまわりの様子を示したものである．

黒太実線部が不定値折り目特異点の特異値集合を表している．

右図の水平方向では −x2−y2+z2であるため，点線の引き戻しに沿って 3次
元 2-ハンドルの接着が行われている．

このときの 2-ハンドルの接着円周に対応するファイバー上の曲線 (右図で赤
線で示される単純閉曲線)を不定値折り目特異点の消滅サイクルと呼び，値域
上の点線を reference path，reference pathの始点のファイバーを reference

fiberという．
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g − k

k

a

b

右図がカスプ特異点のまわりの様子を表している．

尖点部では 2本の不定値折り目特異値が接している．

右図の 2本の reference pathをひき戻すと，対応する消滅サイクル
a,bに沿って 2-ハンドルの接着が行われる．このとき，reference fiber
上で aと bはただ 1度だけ交わる．
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CP2上の simplifed trisection map

CP2上の simplifed trisection map

以下の図は，CP2上の simplifed (1,0)-trisection map f の特異値集合である．

α

β γp

α

β γ

f−1(p)

3つの点線は， f−1(p)を reference fiberとしたときの reference pathを表し
ている．

α,β ,γ は各 reference pathに対応する不定値折り目特異点の消滅サイクルを
表している．
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先行研究

Theorem. ([Baykur-Saeki，2017])

任意の閉 4次元多様体はある simplifed (g,k)-trisection mapを許容する．

g= 1

X ≃±CP2,S1×S3.

g= 2 ([Hayano，2017])

X ≃ S2×S2,±CP2♯±CP2,S1×S3♯±CP2(複号任意)．

g= 3
レンズ空間の (twisted) spun 4-manifoldが例として知られている．([Meier,
2013]および [Hayano，2017])
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f (X)に下図のように弧 I を描くと， f−1(I)は閉 3次元多様体を定める．

I

Question．

f−1(I)が定める閉 3次元多様体は何であるか？

f が種数 2の simplifed trisection写像のとき， f−1(I)として現れうる
多様体の位相型を決定した．(Theorem 1)

セクションの数を 4つに増やした安定写像 f に対し，無限個の双曲多
様体が f−1(I)として得られる．(Theorem 2)
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主結果 1

Theorem 1. [A.]

f : X → R2：simplified (2,0)-trisection map，
I ⊂ f (X)：proper, generic, and simple arc,
このとき f−1(I)として得られる閉 3次元多様体は

S3,S1×S2,±L(r2,s),±L(t,1)

のいずれかの有限個の連結和である。ただし，sは r2±1の約数である．

I
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Definition．(cusp move · inner-digon move)

I ⊂ f (X)に対する左図の局所変形を cusp move，右図の局所変形を
inner-digon moveとよぶ。

I I1

Figure: cusp move

−→

I I2

Figure: inner-digon move

Lemma 1.

上の記号のもとで，次が成り立つ。

(1) f−1(I)≃ f−1(I1)．

(2) f−1(I)≃ f−1(I2) ♯ S1×S2．
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Lemma 2.

f : X → R2：simplified (2,0)-trisection map，
I ⊂ f (X)：proper, generic, and simple arc,
Mi：case (i)の定める閉 3次元多様体 (i = 1,2)
このとき f−1(I)として得られる閉 3次元多様体は

S1×S2, ±M1, ±M2

の有限個の連結和である．

Figure: case(1) Figure: case(2)

単純 (2,1),(2,2)-トライセクション写像における Theorem 1の証明は
Lemma 2の証明と同様にして直ちにしたがう．
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Proof.

I に対し inner-digonが現れなくなるまで moveを施す．この回数を nとし
て，move後の弧を I1とすると， f−1(I)≃ f−1(I1) ♯nS1×S2である．

⇝ I1に対し cusp moveを施すことで，I1は次の (a)，(b)を端点でつなげた
ものへと変化する．

⇝ f−1(I)として得られる閉 3次元多様体は S1×S2, ±M1, ±M2の有限個
の連結和である．

Figure: (a) Figure: (b)
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Theorem 1の証明の概略．

Lemma 2より，M1,M2の位相型を決定すればよい．

Figure: M1 Figure: M2

α1

α2

β1 γ1

β2 γ2

δ

p

q

Figure: reference paths

まず，右図のように reference fiberを f−1(p)≃ Σ2として，reference path
に対応する消滅サイクルをそれぞれ α1,α2,β1,β2,γ1,γ2,δ とする．
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Theorem 1の証明の概略．

Figure: (1) Figure: (2)

α1

α2

β1 γ1

β2 γ2

δ

p

q

Figure: (3)

図 (1)の定める多様体は Heegaard図式 ( f−1(q),β2,δ )により決定され，図
(2)の定める多様体は Heegaard図式 ( f−1(q),β2,γ2)により決定される．



Simplified trisection mapの弧の逆像として得られる閉 3次元多様体について

δ ,γ1,γ2を計算するために，次を用いる。

Theorem(Hayano，[2017])

ある µ ∈ Mod(Σ2)が存在して，

δ = µ(β2) = ttα1(γ1) ◦ ttγ1(β1) ◦ ttβ1
(α1)(β2)

である。

α1

α2

β1 γ1

β2 γ2

δ

p

q
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ここでは α1 ·β1 = β1 · γ1 = γ1 ·α1 = α2 ·β2 = α2 · γ2 = 1であるときのみを
述べる．γ1 = pα1+qβ1+ rα2+sβ2とおく．このとき，
α1 · γ1 = γ1 ·β1 =−1より p= q=−1がしたがう．ゆえに，
γ1 =−α1−β1+ rα2+sβ2である．以下これらを用いて，δ = µ(β2)を計
算していく．

δ = µ(β2) = ttα1(γ1) ◦ ttγ1(β1) ◦ ttβ1
(α1)(β2)

= ttα1(γ1) ◦ ttγ1(β1)(β2)

= · · ·
= ttα1(γ1)(−rα1+(1+ rs)β2+ r2α2)

= · · ·
=−rα1+(1+ rs)β2+ r2α2.

なので，( f−1(q),β2,δ )は L(r2,1+ rs)を定めることがわかる。
( f−1(q),β2,γ2)は |γ2 ·δ |= 1より計算することで L(t,1)を定めることがわ
かる。
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主結果 2

Theorem 2. [A.]

X ≃ ♯2S2×S2または ♯2CP2♯2−CP2とする．このとき次を満たす無限個
の安定写像の族 { fi : X → R2}i∈Nが存在する。

fi の特異値集合は下図で与えられる。

f−1
i (I)は双曲多様体である．

i ̸= j ならば f−1
i (I)と f−1

j (I)は同相でない。

I
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Theorem 2の証明の概略.

α1

α2

β2β1

γ1

γ2

δ1δ2
p

β1 β2

p
q }rl{

α2
γ1γ2 α1

α = {α1,α2},β = {β1,β2},γ = {γ1,γ2}を右図のように指定し，
(Σ2,α,β ,γ)より左図の特異値集合を持つ安定写像を構成する．ここで，
l , r は任意の整数である。組 (Σ2,α,β )は S3の標準的な Heegaard図式な
ので，この図式を忘れて γ を S3上の絡み目とみなすことができる。この
ようにして得られる絡み目はフレーミング係数が l , r, p,qで決定される 2
橋絡み目である。

⇝双曲絡み目となるように 2橋絡み目を選び，l , r を十分大きく選ぶと，
無限個の双曲多様体が得られる。
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今後の課題

Theorem 1. [A.](再掲)

f : X → R2：simplified (2,0)-trisection map，
I ⊂ f (X)：proper, generic, and simple arc,
このとき f−1(I)として得られる閉 3次元多様体は

S3,S1×S2,±L(r2,s),±L(t,1)

のいずれかの有限個の連結和である。ただし，sは r2±1の約数である．

Theorem 1において，レンズ空間を弧の引き戻しとして持つような
simplified (2,0)-trisection mapが構成できるか確定させる．

Theorem 1および 2における Xがどの 4次元多様体となるかを確定
させる．


