
Symmetries of spatial graphs and Simon invariants

谷山 公規（早稲田大学教育学部）
（新國 亮 氏（金沢大学教育学部）との共同研究）

§1. 研究の動機

3次元球面内の 2成分絡み目 Lは、その鏡像に無向絡み目としてアンビエント・アイ

ソトピックであるときアキラルであると呼ばれます。Kirk-Livingstonは [2]において、L

がアキラルならば Lの絡み数は 4を法として 2と合同ではないことを示しました。一方,

空間グラフのホモロジー分類においては、2成分絡み目の絡み数、及び空間 5頂点完全グ

ラフと空間 3 + 3頂点完全 2部グラフの Simon不変量が基本的な役割を果たすことが知ら

れています。金沢大学の新國亮氏は [5]において空間 5頂点完全グラフと空間 3 + 3頂点

完全 2部グラフのアキラル性と Simon不変量の間の関係についての研究を始められまし

た。縁あって筆者もその研究に加わることが出来まして今回、2成分絡み目、空間 5頂点

完全グラフ、空間 3 + 3頂点完全 2部グラフのそれぞれの、アキラル性を含む各種対称性

について、それらがその対称性を持つときの絡み数や Simon不変量が取り得る値の範囲

を完全に決定することが出来ましたのでご報告致します。尚、本研究について詳しくは

[6]に発表する予定です。

§2. 2成分絡み目のアキラル性と絡み数

L = J ∪ Kを 3次元球面 S3内の 2成分の有向絡み目とします。S3の向きを逆転する

自己同相写像 ϕ : S3 → S3で ϕ(J) = J , ϕ(K) = K をともに満たすものが存在するとき

LはCPA (component preserving achiral)と呼ばれます。また S3の向きを逆転する自己

同相写像 ϕ : S3 → S3で ϕ(J) = K, ϕ(K) = J をともに満たすものが存在するとき Lは

CSA (component switching achiral)と呼ばれます。ここで JやKの向きは考えていませ

ん。LがCPAまたはCSAであるときLはアキラル (achiral) であると云います。次の定

理が知られています。

定理 2.1.[2] 2成分絡み目 Lがアキラルならばその絡み数 lk(L)は 4を法として 2と合同

ではない。
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また最近Kidwellは次の定理を示しました。

定理 2.2.[1] 2成分絡み目 LがCPAで lk(L) �= 0ならば lk(L)は奇数である。

これらの定理は2成分絡み目LがCPAやCSAになるために lk(L)が満たすべき必要条

件を与えています。では lk(L)に関する必要条件はこれで全てか？という問題が考えられ

ます。この問題に関してこれまで分かっていたことは以下の３つです（[2][3][1]を参照）。

１．lk(L) = 0の 2成分絡み目LでCPAでありかつCSAであるものが存在する。（実際、

2成分自明絡み目はこの例になっています。）

２．任意の奇数 nに対して、lk(L) = nの 2成分絡み目LでCPAでありかつCSAである

ものが存在する。

３．任意の奇数nに対して、lk(L) = 4nの 2成分絡み目LでCSAであるものが存在する。

次のことは未解決問題となっていました。

問題 2.3.　 0以外の任意の偶数 nに対して、lk(L) = 4nの 2成分絡み目LでCSAである

ものは存在するか？

今回この問題 2.3の答えが肯定的であることが以下に示す例を発見したことによって

分かりました。これで 2成分絡み目LがCPAやCSAになるための lk(L)に関する必要条

件は上述の２つの定理で与えられるもので全てであることが分かりました。

例 2.4.　 2成分絡み目L(m, ε1, ε2)を図 2.1のものとする。ここでmは整数、εiは+1ま

たは−1で、図中の四角や丸に図 2.2のように図形が代入されたものを表していることと

する。このとき L(m, ε1, ε2)はm, ε1, ε2によらずに CSAである。また ε1 = ε2であれば

CPAでもある。そして

lk(L(m, ε1, ε2)) = 4m +
ε1 + ε2

2

である。

よって L(n, +1,−1)が問題 2.3の答えとなります。また L(m, ε1, ε2)のm, ε1, ε2をい

ろいろ動かすことによって上述の１．２．３．の例も全て得られることを注意しておき

ます。
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図 2.2

注意 2.5.　 2成分有向絡み目 L = J ∪ K に対して S3上の自己同相写像 ϕ : S3 → S3

が ϕ(L) = Lを満たすときに J とK の向きまで考えた場合には対 (ϕ(J), ϕ(K))として

は (J, K), (K, J), (−J,−K), (−K,−J), (−J, K), (J,−K), (−K, J), (K,−J)と 8通りの可

能性があります。これら８つのそれぞれについて、その対称性を持つ 2成分有向絡み目

の絡み数の取り得る範囲を決定するという問題が考えられます。前の４つは絡み数を変
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えないこと、後の４つは絡み数の符号を変えることに注意すると、Lの絡み数が 0でない

場合には前の４つは ϕが S3の向きを保つときに起こり、後の４つは ϕが S3の向きを逆

転するときに、つまり Lが CPAまたは CSAであるときに起こることが分かります。前

の４つについては例えば (2, 2n)-トーラス絡み目を考えることにより、絡み数は全ての整

数を取り得ることが分かります。また後の４つについても、例 2.4の L(m, ε1, ε2)は可逆

な絡み目であることから、定理 2.1と定理 2.2だけが絡み数に関する制限を与えているこ

とが分かります。

§3. 空間 5頂点完全グラフと空間 3 + 3頂点完全 2部グラフの対称性と Simon不変量

空間グラフの分類問題の基礎となるホモロジー分類は [10]においてWu不変量を用い

てなされました。ホモロジー分類はデルタ分類（デルタ変形による分類）と同じである

ことが [4]によって知られています。このホモロジー分類は空間グラフに部分空間グラフ

として含まれる２成分絡み目の絡み数と空間 5頂点完全グラフの細分の Simon不変量と

空間 3 + 3頂点完全 2部グラフの細分の Simon不変量とによってもなされることが分かっ

ています [7]。このことから空間グラフの対称性の研究においても、2成分絡み目と空間 5

頂点完全グラフと空間 3 + 3頂点完全 2部グラフの対称性の研究が重要であることが予想

されます。そこでここでは空間 5頂点完全グラフと空間 3 + 3頂点完全 2部グラフの対称

性と Simon不変量の関係について考察します。尚、絡み数も Simon不変量もWu不変量

の特別な場合であることを注意しておきます。この辺りのことや Simon不変量の定義に

ついては [9][10]をご参照願います。

K5を 5頂点完全グラフ、K3,3を 3 + 3頂点完全 2部グラフとします。GをK5または

K3,3とします。埋め込み f : G → S3に対してその Simon不変量を L(f)と記すことにし

ます。L(f)は常に奇数であることが知られています [9]。またϕ : S3 → S3を S3の向きを

逆転する自己同相写像としたときに L(ϕ ◦ f) = −L(f)となることもすぐに分かります。

Aut(G)をグラフGの自己同型群とします。Aut(G)の元 σをG上の自己同相写像と考え

ることにします。

定義3.1.　σをAut(G)の元とし、f : G → S3を埋め込みとする。自己同相写像ϕ : S3 →
S3が存在して f ◦ σ = ϕ ◦ f となるとき f は σ-対称であると云う。
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問題 3.2.　G = K5またはG = K3,3のそれぞれについて、Aut(G)の元 σと奇数 nが与

えられたときに、σ-対称な埋め込み f : G → S3でL(f) = nであるものは存在するか？

定義 3.3.　Aut(G)の元 σと奇数 nの対 (σ, n)が実現可能であるとは、ある σ-対称な埋

め込み f : G → S3でL(f) = nであるものが存在することとする。

次の２つの命題が成立します。

命題 3.4.　Aut(G)の元 σ1と σ2が共役であるとき、(σ1, n)が実現可能ならば (σ2, n)も

実現可能である。

命題 3.5.　（１）Aut(K5)の元をK5の頂点 v1, v2, v3, v4, v5のラベルの集合 {1, 2, 3, 4, 5}
上の置換と自然に同一視する。つまりAut(K5)を 5次対称群と自然に同一視する。この

とき Aut(K5)の共役類は、id, (123), (12345), (12)(34), (12), (1234), (12)(345)によって代

表される。

（２）K3,3の頂点集合を v1, v2, v3と v4, v5, v6からなる２部集合とし、Aut(K3,3)の元を

頂点のラベルの集合{1, 2, 3, 4, 5, 6}上の置換と自然に同一視する。つまりAut(K3,3)を6次

対称群の部分群と考える。このときAut(K3,3)の共役類は、id, (123), (12)(45), (123)(456),

(14)(25)(36), (142536), (12), (12)(456), (1425)(36)によって代表される。

ここで主定理を述べます。

主定理.

（Ａ）G = K5のとき

（１）奇数 nについて、((123), n)が実現可能であるための必要十分条件は nが 6を法と

して 3と合同でないことである。

（２）任意の奇数 nについて ((12345), n)は実現可能である。

（３）任意の奇数 nについて ((12)(34), n)は実現可能である。

（４）任意の奇数 nについて ((1234), n)は実現可能である。

（５）奇数 nについて、((12), n)が実現可能であるための必要十分条件は n = ±1である。

（６）奇数 nについて、((12)(345), n)が実現可能であるための必要十分条件は n = ±1で

ある。
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（Ｂ）G = K3,3のとき

（７）奇数 nについて、((123), n)が実現可能であるための必要十分条件は nが 6を法と

して 3と合同でないことである。

（８）任意の奇数 nについて ((12)(45), n)は実現可能である。

（９）任意の奇数 nについて ((123)(456), n)は実現可能である。

（１０）任意の奇数 nについて ((14)(25)(36), n)は実現可能である。

（１１）任意の奇数 nについて ((142536), n)は実現可能である。

（１２）任意の奇数 nについて ((1425)(36), n)は実現可能である。

（１３）奇数 nについて、((12), n)が実現可能であるための必要十分条件は n = ±1で

ある。

（１４）奇数 nについて、((12)(456), n)が実現可能であるための必要十分条件は n = ±1

である。

命題 3.4と命題 3.5を合わせると、主定理は問題 3.2に対する完全解答を与えているこ

とが分かります。

命題 3.6.　（１）f : K5 → S3を埋め込みとする。Aut(K5)の元 σが id, (123), (12345),

(12)(34)のどれかと共役ならばL(f ◦ σ) = L(f)であり、(12), (1234), (12)(345)のどれか

と共役ならばL(f ◦ σ) = −L(f)である。

（２）f : K3,3 → S3を埋め込みとする。Aut(K3,3)の元 σが id, (123), (12)(45),

(123)(456), (14)(25)(36), (142536)のどれかと共役ならばL(f ◦ σ) = L(f)であり、

(12), (12)(456), (1425)(36)のどれかと共役ならばL(f ◦ σ) = −L(f)である。

命題 3.6と、Simon不変量は常に奇数であること、よって 0でないこと、また自己

同相写像 ϕ : S3 → S3 が S3 の向きを保つときに L(ϕ ◦ f) = L(f)、逆転するときに

L(ϕ ◦ f) = −L(f)となることから、主定理の（１）～（３）と（７）～（１１）を実現

する自己同相写像は S3の向きを保つものであり、（４）～（６）と（１２）～（１４）を

実現する自己同相写像は S3の向きを逆転するものであることが分かります。一般に空間

グラフを集合として保つ S3の向きを逆転する自己同相写像が存在するときに、その空間

グラフはアキラルであると云います。（４）～（６）と（１２）～（１４）を実現する空

間グラフはアキラルであることになります。
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§4. 主定理の証明の概略

（３）（４）　図 4.1の埋め込み fm,±は (1234)-対称かつ (13)(24)-対称です。ここで (13)(24)

は (12)(34)と共役です。そしてL(fm,±) = 4m ± 1であることから分かります。

2m 2m

−
2m

−
2m

11

22 33

44
5 5

fm,+(K5) fm,−(K5)

図 4.1

（８）（１２）　図 4.2の埋め込み fm,±は (1425)(36)-対称かつ (12)(45)-対称です。そして

L(fm,±) = 4m ± 1であることから分かります。

2m 2m

−
2m

−
2m

1 1

2 2
3

3

44

5 56

6

fm,+(K3,3) fm,−(K3,3)

図 4.2

（２）　図 4.3の埋め込み fmは中心線が自明な結び目であるメビウスの帯にのっているこ

とから (12345)-対称であることが分かります。そしてL(fm) = 2m + 1であることから分

かります。
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図 4.3

（９）（１０）（１１）　図 4.4の埋め込み fmは中心線が自明な結び目であるメビウスの帯

にのっていることから (142536)-対称であることと (123)(456)-対称であることが分かりま

す。また (15)(26)(34)-対称であることもすぐに分かります。(15)(26)(34)は (14)(25)(36)

と共役です。そしてL(fm) = 2m + 1であることから分かります。
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5 6

fm(K3,3)

図 4.4

（１）（十分性）　図 4.5の埋め込み fm,±は (123)-対称です。そしてL(fm,±) = 6m ± 1で

あることから分かります。
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図 4.5
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（７）（十分性）　図 4.6の埋め込み fm,±は (123)-対称です。そしてL(fm,±) = 6m ± 1で

あることから分かります。
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図 4.6

（５）（６）（十分性）　図 4.7の埋め込み f±は (12)-対称かつ (12)(345)-対称です。そして

L(f±) = ±1であることから分かります。
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図 4.7

（１３）（１４）（十分性）　図 4.8の埋め込み f±は (12)-対称かつ (12)(456)-対称です。そ

してL(f±) = ±1であることから分かります。
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図 4.8

（１）（５）（６）（７）（１３）（１４）（必要性）

定理 4.1.[8]　Gを 3-連結グラフとし、σをAut(G)の元、f : G → S3を σ-対称埋め込み

とする。このとき f とホモロガスな（デルタ同値な）埋め込み g : G → S3と S3上の有

限位数の自己同相写像 ϕ : S3 → S3で g ◦ σ = ϕ ◦ gを満たすものが存在する。

この定理において G = K5または G = K3,3としたとき gは f とホモロガスなので

L(g) = L(f)となります。そして S3上の有限位数の自己同相写像については Smith理論

と Smith予想の肯定的解決から具体的な形が分かるので、gの形がある程度決まり、そこ

からL(g)の取り得る範囲が定理のものとなることが分かります。�

尚、（１）と（７）の（必要性）については定理 4.1を経由せずにα不変量と Simon不

変量の関係を用いた別証明もあります。
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