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自然数って １，２，３，・・・？
自然数 （英語：natural number）

０（ゼロ）という概念がなかった原始の時代には、実際に目の前にあるものを数えるために使ったのは１，２，
３、・・・ → ごく自然に生まれた数

０が発見された（０というものがあると便利であることが認識された）のは古代インド（5世紀頃）

・高度な数学を持っていた古代エジプトでも０は不要だった（紀元前2500年頃）

・メソポタミア文明（紀元前500年頃）では、位が 0 であることを示す文字を使い始めたが、0を数とは認識し
ていなかった

・古代ギリシャ（紀元前300年前後）では単に小数点のような位取りを表す補助記号として0が使われたが、
数とは認識していなかった

・19世紀のドイツの数学者クロネッカーが「整数は神の作ったものだが、他は人間の作ったものである」とい
う言葉を残し、正の整数が自然な数と考えた頃から、自然数という用語が定着した
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０ を自然数に含めると便利なことも
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自然数を 1, 2, 3, … とする流儀と、0, 1, 2, 3, … とする流儀がある
・ 前者は数論などで
・ 後者は集合論、論理学、コンピュータサイエンスなどで

よく使われる

数論でも、余りだけを考える世界（mod m の世界：難しい用語でいうと剰余類環）
では 0 の役割が重要
コンピュータサイエンスでは、0 を起点として考えると便利なことが多い

右図：mod 8 （8 で割った余り）の世界
(5+3) mod 8 = 0,  (5+7) mod 8= 4,  (20+52) mod 8 = 0, etc.
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自然数の集合を表す記法
自然数（natural number）すべてから成る集合は natural  の頭文字 n を使って

N や ℕ

で表すことが多い。

0を含むかどうかを明示するために、

正の整数だけ（0を含まない）の集合を

N+, N+, ℕ+, ℕ+, ℤ+, ℤ+, ℤ>0 などで、

非負整数(0を含む）の集合を

N0, N0, ℕ0, ℕ0, ℤ0, ℤ0, ℤ 0 などで

表すことがある。
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ペアノの公理（１）

自然数というものを初めて厳密に定義したのはイタリアの数学者

ペアノ（G.Peano, 1891年）である。

ペアノは次のことを自然数の公理とした（ペアノの公理という）。（ ） 内に

記したことはメモであり、公理の一部ではない。

(1)  1 は自然数である（この時点では 1 は単なる記号である）。

(2)  𝑎 が自然数ならば 𝑎 の次の自然数（𝑎 の後者と呼ぶ） 𝑆 𝑎 が存在する（𝑆 𝑎 は 𝑎  1 の ”つもり”）。

(3)  異なる自然数 𝑎, 𝑏 の後者 𝑆 𝑎 , 𝑆 𝑏  は異なる（𝑎  𝑏 ならば 𝑆 𝑎   𝑆 𝑏  である： 𝑎 の後者は1つだけである）。

(4)  1 はいかなる自然数の後者でもない（1 より前の自然数は存在しない）。

(5)  「1 がある性質を満たし、𝑎 がある性質を満たせばその後者 𝑆 𝑎 もその性質を満たす」ならば、

すべての自然数はその性質を満たす（数学的帰納法の原理）。
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ペアノの公理（２）

ペアノの公理（１）は 0 を自然数に含めない定義であり、1 を 0 に置き変えると 0 を自然数に含める定義
になる。

この講座では 0 を自然数に含める。

ペアノの公理（１）は次のように言い替えることができる。集合 N を次のように定義する。

(公理 P1)  0 は N の要素である（0 ∈ N）。

(公理 P2)  N から N への単射 𝑆 が存在し、0 ∉ 𝑆 𝐍 である。𝑆 𝑎  を 𝑎 の後者 (successor) という。

（𝑆 𝐍 𝑆 𝑎  | 𝑎 ∈ 𝐍  であることに注意）

(公理 P3)  N の部分集合 𝑀 が次の (i), (ii) を満たすならば 𝑀 N である。
(i)   0 ∈ 𝑀.

(ii)  𝑚 ∈ 𝑀 ならば 𝑆 𝑚 ∈ 𝑀 である。
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ペアノの公理が意味すること

(公理 P1)  0 が 初の自然数である。

(公理 P2)  𝑆 が N から N への単射であることから次のことが導かれる：

P2-1   𝑎 ∈ 𝐍 ならば 𝑆 𝑎 ∈ 𝐍 である。

（P2-2 𝑆 𝑎 𝑆 𝑏  ならば 𝑎 𝑏 である。

(公理 P3)  は数学的帰納法の原理である。すなわち、𝑃 𝑛 を自然数 𝑛 に関する命題とするとき、𝑃 𝑛
がすべての自然数に対して成り立つことを証明するには、次の (i), (ii) が成り立つことを示せばよい：
(i)   𝑃 0 が成り立つ.

(ii)  𝑚 を任意の自然数とするとき、𝑃 𝑚 が成り立つならば 𝑃 𝑚 1 も成り立つ。
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数学的帰納法
(公理 P3)  は数学的帰納法の原理である。すなわち、

『𝑃 𝑛 を自然数 𝑛 に関する命題とするとき、𝑃 𝑛 がすべての自然数に対して成り立つことを

証明するには、次の (i), (ii) が成り立つことを示せばよい：

(i)   𝑃 0  が成り立つ.

(ii)  𝑚 を任意の自然数とするとき、𝑃 𝑚 が成り立つならば 𝑃 𝑚 1 も成り立つ。』

∵ 𝑀 𝑛 ∈ 𝐍 | 𝑃 𝑛  が成り立つ  と定義すると、(i)により 0 ∈ 𝑀 である。

(ii)により、𝑚 ∈ 𝑀 ならば 𝑚 1 𝑆 𝑚 ∈ 𝑀 である。

よって、公理P3 により、𝑀 𝐍 である。

すなわち、𝑃 𝑛 はすべての自然数 𝑛 に対して成り立つ。
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Nはどういう集合か？(1)
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(P1) より、0 ∈ 𝐍.
よって、(P2) より 𝑆 0 ∈ 𝐍.  よって、𝑆 𝑆 0 ∈ 𝐍,  𝑆 𝑆 𝑆 0 ∈ 𝐍,  … である。

𝑆 𝑆 ・・・ 𝑆 0 ・・・  （𝑆 が 𝑘 個）を 𝑆𝑘 0  と書くことにする（𝑆0 0 0）。

𝑖 𝑗 ならば 𝑆𝑖 0 𝑆𝑗 0  である。

N はどういう集合か？(2)
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𝑖 𝑗 ならば 𝑆𝑖 0 𝑆𝑗 0  である。
∵ 𝑆1 0 𝑆 0 0 𝑆0 0  だとすると、0 ∈ 𝑁だから0 𝑆 0 ∈ 𝑆 𝑁 となり
(P2) に反す。∴ 𝑆 0 0.
次に、𝑆 0 ∈ 𝑁 だから、（P2-1)より 𝑆2 0 𝑆 𝑆 0 ∈ 𝑁である。
𝑆2 0 𝑆 0  だとすると、(P2-2) より𝑆 0 0となり、𝑆 0 0に反す。
𝑆2 0 0 だとすると、𝑆 0 ∈ 𝑁 だから 0 𝑆2 0 𝑆 𝑆 0 ∈ 𝑆 𝑁  となり
(P2)に反す。∴ 𝑆2 0 は 0 でも𝑆 0 でもない。以下同様。

Nはどういう集合か？(3)
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一般に、𝑖 𝑗 ならば 𝑆𝑖 0 𝑆𝑗 0  であり、
𝑀  𝑆𝑛    𝑛 0, 1, 2, …                （𝑆0 0 0, 𝑆1 0 𝑆 0 , …）

とおくと   
𝑀 ⊆ 𝐍 かつ
𝑀の要素はすべて異なる。

また、𝑀 は（公理P3）を満たすから、𝑀 𝐍 である。
そこで、

𝑆0 0 ,  𝑆1 0 ,  𝑆2 0 ,… をそれぞれ 0, 1, 2, … と略記し、
これらを自然数と呼ぶ。
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自然数の別の定義方法がある？(1)
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集合を使った定義法：

(1) 空集合を 0 であると定義する： 0 ∅.
(2) 集合 𝑎 の後者 𝑆 𝑎 を 𝑆 𝑎 𝑎 ∪ 𝑎  と定義する。
(3) 0 を含み、𝑆 で閉じている集合の1つを 𝑀 とする：𝑚 ∈ 𝑀 ⇒ 𝑆 𝑚 ∈ 𝑀.
(4)「𝑆 で閉じていて、0 を含む 𝑀 の部分集合の共通部分」を自然数の集合

N であると定義する。

このように定義された集合 𝑀 は存在し、ペアノの公理を満たす。

自然数の別の定義方法がある？(2)
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集合を使った定義法による自然数 0, 1, 2, … は
「その数より小さい自然数全てを要素とする数の集合」である：

0 = {}
1 = S(0) = {0} = {{}}
2 = S(1) = {0, 1} = {0, {0}} = { {}, {{}} }
3 = S(2) = {0, 1, 2} = {0, {0}, {0, {0}}} = { {}, {{}}, { {}, {{}} } }

N には構造がない！

これまでに定義した N は単に自然数と呼ばれる要素の集合に過ぎない！

四則演算は？

大小関係は？

その他の性質は？
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足し算を 定義 する

N の上の2変数関数 𝑎 を次のように定義する：

任意の 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐍 に対して

𝑎 𝑥, 0 𝑥

          𝑎 𝑥, 𝑆 𝑦 𝑆 𝑎 𝑥, 𝑦

 𝑎 𝑥, 𝑦 を 𝑥 𝑦 と書くと、①は次のように書き直せる：

𝑥 0 𝑥 𝑥 0 𝑥

          𝑥 𝑆 𝑦 𝑆 𝑥 𝑦                                           𝑥 𝑦 1 𝑥 𝑦 1
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𝑆 𝑥 𝑥 1

①

② ③
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＋の性質

自然数の足し算について我々が知っている性質はすべて成り立つ。

例えば

任意の 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐍 に対して次のことが成り立つ：

(1)  𝑥 0 𝑥 0 𝑥. （0が単位元）

(2)  𝑥 𝑦 𝑦 𝑥. （可換律）

(3)   𝑥 𝑦 𝑧 𝑥 𝑦 𝑧 . （結合律）

(4)  𝑥 𝑦 0 ならば  𝑥 𝑦 0 である。
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𝒙 𝟎 𝟎 𝒙 の証明

𝑥 0 𝑥 0 𝑥

を証明してみよう。𝑥 に関する数学的帰納法で証明する。

 𝑀 𝑥 ∈ 𝐍 | 𝑥 0 0 𝑥  とする。

 𝑥 0 のとき、左辺 0 0 右辺であるから、𝑥 ∈ 𝑀 である。

 𝑥 ∈ 𝑀（帰納法の仮定） として 𝑆 𝑥 ∈ 𝑀 を示せばよい。

𝑆 𝑥 𝑥 1 であることに注意する。
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𝒙 𝟎 𝟎 𝒙 の証明（つづき）

◦ 右辺 0 𝑆 𝑥 𝑆 0 𝑥   （＋の定義の第2式による）

◦           𝑆 𝑥 0      帰納法の仮定

◦     𝑆 𝑥                                                                     （＋の定義の第1式による）

◦     𝑆 𝑥 0 右辺                                             （＋の定義の第1式による）

∴ 𝑆 𝑥 ∈ 𝑀 である。

∴ ペアノの公理 P3 より、𝑀 𝐍 である。すなわち、𝑥 0 0 𝑥 が任意の

𝑥 ∈ 𝐍 に対して成り立つ。

◦ 一方、＋の定義より、𝑥 0 𝑥 である。
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掛け算を 定義 する

N の上の2変数関数 𝑏 を次のように定義する：

任意の 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐍 に対して

𝑏 𝑥, 0 0

          𝑏 𝑥, 𝑆 𝑦 𝑎 𝑏 𝑥, 𝑦 , 𝑥

 𝑏 𝑥, 𝑦 を 𝑥・𝑦 と書くと、①は次のように書き直せる：

𝑥・0 0 𝑥・0 0

          𝑥・𝑆 𝑦 𝑥・𝑦 𝑥                                           𝑥・ 𝑦 1 𝑥・𝑦 𝑥
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①

② ③

𝑆 𝑥 𝑥 1
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・ の性質

自然数の掛け算について我々が知っている性質はすべて成り立つ。

例えば

任意の 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐍 に対して次のことが成り立つ：

(1)  𝑥・0 0 0・𝑥.

(2)  𝑥・𝑦 𝑦・𝑥. （可換律）

(3)   𝑥・𝑦 ・𝑧 𝑥・ 𝑦・𝑧 . （結合律）

(4)  𝑥・𝑦 0 ならば  𝑥 0 または 𝑦 0 である。
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大小関係 ≧ を 定義 する

N の上の大小関係 ≧ と を次のように定義する：

任意の 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐍 に対して

𝑥 ≧ 𝑦   ⇔   𝑥 𝑦 𝑧 となる 𝑧 ∈ 𝐍 が存在する

𝑥 𝑦   ⇔   𝑥 ≧ 𝑦 かつ 𝑥 𝑦

ただし、 は定義されていないことに注意しよう。

どのように定義したらよいだろうか？
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答：
例えば、
𝑥 𝑦 ⇔  𝑥 𝑦 𝑧 または 𝑦
𝑥 𝑧 となる 0 以外の 𝑧 ∈ 𝐍 が
存在する

≧や＞ の性質

自然数の大小関係について我々が知っている性質はすべて成り立つ。

例えば

任意の 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐍 に対して次のことが成り立つ：

(1)  𝑥 ≧ 𝑥. 反射律

(2)  𝑥 ≧ 𝑦 かつ 𝑦 ≧ 𝑧 ならば 𝑥 ≧ 𝑧 である。 （推移律）

(3)  𝑥 ≧ 𝑦 かつ 𝑦 ≧ 𝑥 ならば 𝑥 𝑦 である。 （反対称律）

(4) 𝑥≧𝑦 ならば 𝑥・𝑧≧𝑦・𝑧 である。
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